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Representação de Fourier

Ç A representação de sinais por meio de séries harmônicas

surgiu no cálculo de posições astronômicas e de calendários,

uma vez que os astros descrevem movimentos quase

periódicos.
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Representação de Fourier

Ç Fascinantemente, algoritmos rápidos para o cálculo da

transformada discreta de Fourier (DFT) foram a primeiras

representações empregadas. Na verdade, buscava-se os

coeficientes de séries trigonométricas.
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ü Euler (1748) forneceu fórmulas para

obter os coeficientes de séries

trigonométricas de sinais reais, aplicando-

o no estudo da propagação sonora.

ü A questão foi lançada: Um sinal pode

ser representado por meio de uma

combinação linear de exponenciais

complexas (senos e cossenos)?



Representação de Fourier

ü Daniel Bernoulli (1753) descreveu o movimento de cordas

vibrantes por meio de séries de senos e cossenos (sem provas).

Baseados em Euler, Clairaut (1754) desenvolveu métodos

usando apenas séries de cosseno enquanto que Lagrange

(1759) desenvolveu métodos usando séries de seno.

Lagrange, porém, cravou que sinais com descontinuidades

não admitiam tal representação.
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Convolução Discreta

ü O primeiro algoritmo rápido da transformada discreta de

Fourier (FFT) foi desenvolvido por Gauss (1805), no qual

usava uma interpolação trigonométrica para funções

periódicas com o intuito de determinar a órbita de astros por

meio de amostras de suas localizações.
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Representação de Fourier

ü Jean Baptiste Joseph Fourier ignorou os argumentos de

Lagrange e em 1807 descreveu a distrubuição da temperatura

em um corpo por meio de séries senoidais harmonicamente

relacionadas.

ü Sem um embasamento sólido e convincente, Fourier

afirmou que qualquer sinal periódico poderia ser representado

por meio da série.

ü Ele só foi levado a sério, quando Dirichlet estabeleceu as

condições para que qualquer sinal periódico admita tal

representação.

ü Até o momento nada do que Fouirer tinha dito era

novidade, uanto mais sem provas.
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Representação de Fourier

ü A grande contribuição de Fourier (1822) foi ter

desenvolvido uma representação para sinais aperiódicos. Com

tal representação era possível resolver equações diferenciais

parciais das equações de calor.

ü Ao invés de somas, há integrais ponderadas de senoides

não são todas harmonicamente relacionadas.
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Representação de Fourier

Ç O uso de somas de séries infinitas para representar

funções teve Newton como um dos seus pioneiros. Ele as

usava para integrar funções sem antiderivada fáceis, na

resolução de equações diferenciais e na aproximação de

funções por meio de polinômios.

ü Séries de potências

ü Séries de Taylor

ü Séries de Mclaurin
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Representação de Fourier

Ç Certamente, tal representação depende da convergência

da série. Para tanto existem diversas ponderações:

ü Convergência uniforme (converge na vizinhança de

cada ponto, para preservar a continuidade);

ü Teste de Weistrass (convergência uniforme que

preserva a diferenciabilidade)

ü Convergência pontual (converge em cada ponto);

ü Convergência em média (a energia converge para

mesmo valor da função no infinito);
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Representação de Fourier

Ç A representação de uma função por meio de séries pode

ser estendida ao uso de um conjunto de funções arbitrárias e

não apenas a polinômios.

Ç Esta representação pode ser compreendida como uma

representação vetorial num espaço de funções, em que a

funções do conjunto devem formar uma base para tal espaço.

Ç Considere V é um espaço vetorial.
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Representação de Fourier

Ç Considerando um espaço de funções ,

um sinal x(t) pode ser escrito como combinação linear de

funções da base de V num intervalo aberto ]a, b[

Ç Desja-se que V seja um gerado por uma base ortonormal.

Ç Note que o erro da aproximação diminui quando N cresce
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Representação de Fourier

Ç Para toda função x(t) admite essa representação?

ü Não!

Ç A integral existe? Converge?

ü Nem sempre!

Ç Quais a funções da base? Base ortonormal?

ü Uma solução é um conjunto formado por funções

trigonométricas harmonicamente relacionadas.

13

ὠ=  cos(ὲ0ὸ),sen(ὲ(0ὸ , para ὲᶰᴚ 



Ç Representação de Fourier

Ç Série de Fourier de tempo contínuo

Ç Transformadas de Fourier de tempo contínuo

Ç Série de Fourier de tempo discreto

Ç Transformadas de Fourier de tempo discreto

Agenda

14



Tempo Contínuo

Ç Num intervalo [0, T], mostra-se que as funções da base

são ortogonais

Ç Estas eram as propostas de Euler, Lagrange,..., e

finalmente, Fourier.
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Tempo Contínuo

Ç Se x(t) é um sinal periódico de período T (w0 = 2p/T)

com

Ç Mas estas integrais convergem?
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Tempo Contínuo

Ç Fourier não demosntrou isso. Lebesgue, Riemann e,

finalmente, Dirichlet introduziram os critérios para os quais a

integral converge e a representação é possível.

Ç Além disso, foi introduzida uma nova notação

Ç Apesar de o erro não ser nulo em cada ponto, para

minimizar o sinal erro, basta uma convergência em média.
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Tempo Contínuo

Ç Dirichlet propôs um conjunto de condições suficientes

para a convergência em média para uma função x(t) periódca

de período T :

1. x(t) deve ser absolutamente integrável;

2. x(t) deve ter um número finito de máximos e mínimos

dentro de um intervalo finito;

3. x(t) deve ter um número finito de descontinuidades

dentro de um intervalo finito.
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Tempo Contínuo

Ç O fenômeno de Gibbs establece que nos pontos de

descontinuidade, a série converge para a média dos pontos de

sus vizinhança.
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Tempo Contínuo

Ç É útil usar a série de Fourier exponencial quando o sinal

não tem simetria.

Ç Quando tem simetria é menos trabalhoso calcular a série

trigonométrica, pois se o sinal tem simetria par (ímpar),

elimina-se os cálculos dos coeficientes do seno (cosseno).
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Tempo Contínuo
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EXEMPLO



Tempo Contínuo
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T = 4T1

T = 8T1

T = 16T1

Sinal com simetria par

EXEMPLO



Tempo Contínuo
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